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Resumen

En este trabajo se desarrolla un modelo de perfil de copa para Pinus radiata D. Don en Galicia.
Para ello se utilizaron datos obtenidos en 56 parcelas de investigación que la Unidade de Xestión
Forestal Sostible (UXFS) de la Universidad de Santiago de Compostela mantiene en plantaciones de
dicha especie en Galicia. En cada parcela se midieron dos perfiles de copa en ocho árboles: dos domi-
nantes, dos codominantes, dos intermedios y dos sumergidos. Se analizaron tanto formas geométricas
sencillas como modelos matemáticos para describir el perfil de la copa. La mejor opción para descri-
bir el perfil de la copa es la combinación entre los modelos de KÄNDLER (1986), MARSHALL et al.
(2003) o RAUTIAINEN & STENBERG(2005) para la parte de luz y la elipse para la de sombra.

Palabras clave: Modelización, Competencia, Plantaciones

INTRODUCCIÓN

La copa de los árboles juega un papel esen-
cial en su desarrollo, al ser la estructura en la que
tienen lugar algunos de los procesos fisiológicos
que dan lugar al crecimiento del individuo: foto-
síntesis, respiración y transpiración. Por tanto,
una adecuada descripción y caracterización de la
copa, mediante el desarrollo de modelos especí-
ficos, es un paso fundamental para la realización
de simulaciones de la evolución de los árboles
individuales y del rodal en su conjunto.

Se han empleado gran variedad de modelos
para describir la forma de la copa de los árboles.
Las formas geométricas sencillas (círculo, elip-
se, neiloide, triángulo, parábola) se han mostra-
do suficientes para describir el perfil de la copa
de diversas especies (p. ej., MAWSON et al.,
1976; SMITH, 1990). En ocasiones ha sido nece-
sario aumentar la flexibilidad de éstas utilizando

modelos paramétricos, como los desarrollados
por KÄNDLER (1986), MOHREN (1987),
PRETZSCH(1992), BALDWIN & PETERSON(1997),
MARSHALL et al. (2003) o RAUTIAINEN &
STENBERG (2005), que describen el perfil de la
copa de diferentes especies a partir de variables
como su diámetro máximo y su longitud, y que
en ocasiones emplean diferentes ecuaciones
para la copa de luz y la copa de sombra (parte de
la copa por encima o por debajo de su diámetro
máximo, respectivamente). También se ha
empleado regresión no paramétrica con una
única variable regresora para describir el perfil
de la copa de alguna especie (DORUSKA, 1998).
Por último, ZEIDE & GRESHAM (1991) describie-
ron el perfil de la copa de los árboles en función
de su dimensión fractral.

El objetivo de este trabajo es desarrollar un
modelo de perfil de copa para Pinus radiata D.
Don en Galicia. Con este modelo se podrán cal-

159ISSN: 1575-2410
© 2007 Sociedad Española de Ciencias Forestales

Cuad. Soc. Esp. Cienc. For. 23: 159-165 (2007) «Actas de la II Reunión sobre aspectos prácticos de la Modelización Forestal»



cular, en el futuro, índices de competencia
dependientes del tamaño de la copa.

MATERIAL Y MÉTODOS

Datos
Para la elaboración de este trabajo se emple-

aron datos de 56 parcelas de una red que la
Unidade de Xestión Forestal Sostible (UXFS)
de la Universidad de Santiago de Compostela
mantiene en plantaciones monoespecíficas de
pino radiata en Galicia.

El tamaño de parcela oscila entre 625 y 1200
m2, dependiendo de la densidad de la masa, para
inventariar un mínimo de 30 árboles por parcela.
Las parcelas seleccionadas representan las dife-
rentes combinaciones de edad, densidad y cali-
dad de estación presentes en las masas objeto de
estudio. Una descripción detallada de estas par-
celas aparece en CASTEDO-DORADO et al. (2007).

En el invierno de 2004 y 2005 se realizó el
tercer inventario de las 56 parcelas menciona-
das, en las que se midió con forcípula el diáme-
tro normal de todos los árboles (D, cm); con
hipsómetro Vertex III la altura total (HT, m) y la
altura de la base de la copa viva (HBLC, m, altu-
ra a la que se encuentra la inserción en el tronco
del primer verticilo que contiene acículas vivas)
de 30 árboles elegidos aleatoriamente en cada
parcela; con hipsómetro Suunto y cinta métrica
dos diámetros perpendiculares de la copa en
proyección horizontal (MCW, m) también de
esos 30 árboles, y con hipsómetro Vertex III la
altura total de la proporción, en función de la
superficie de la parcela, de los 100 pies más
gruesos por hectárea con aspecto de dominantes.
Además, se seleccionaron 8 árboles de cada par-
cela para la medición de su perfil de copa, tra-

tando de que quedasen representadas todas las
clases sociológicas existentes; se escogieron así
2 árboles dominantes, 2 codominantes, 2 inter-
medios y 2 sumergidos.

La medición de los perfiles de copa se reali-
zó con un aparato similar al utilizado por
HUSSEIN et al. (2000), compuesto por una pieza
de metacrilato transparente de 25x40 cm que
está unida a un jalón. Sobre el metacrilato se
superpone una transparencia con una malla cua-
drada que sirve como referencia para efectuar
las mediciones. Una vez que el operador se sitúa
a una distancia adecuada del árbol desde la que
es posible encajar toda su copa en la transparen-
cia, el jalón debe clavarse en el suelo de manera
que permanezca paralelo al eje del árbol para
asegurar la consistencia angular. Manteniendo
fijo el punto de observación, se van dibujando
los puntos característicos del perfil exterior de la
copa del árbol sobre la transparencia: ápice del
árbol, inserción en el tronco del primer verticilo
que contiene acículas vivas, puntos donde se
encuentran estas primeras acículas vivas y pun-
tos significativos del borde exterior de la copa
del árbol. Las principales variables de copa
medidas, así como las relaciones geométricas
utilizadas con esta metodología se muestran en
la figura 1.

Una vez conocida la longitud de copa del
árbol (CL = HT - HBLC, m) y medida la distan-
cia sobre la transparencia entre el ápice del árbol
y el punto de la base de la copa, la relación
CLreal/CLtransparenciaproporciona el factor de esca-
la que debe utilizarse para calcular el radio de
cada punto del perfil y su distancia vertical con
respecto a la base de la copa. La transparencia
con el perfil de cada árbol se digitalizó y se trató
con el programa AutoCAD®‚ para escalar la
imagen. Posteriormente se empleó el programa
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Variable Media Mínimo Máximo Desv. estándar
Nº puntos/copa 14,5 8 24 2,7
D 27,6 7,0 71,6 10,1
HT 23,5 9,3 36,7 5,6
HBLC 14,4 5,0 26,3 4,0
CL 9,1 1,7 18,5 3,8
MCR 1,60 0,25 5,00 0,78

Tabla 1. Estadísticos descriptivos de la muestra de árboles empleada. D: diámetro normal (cm); HT: altura total (m);
HBLC: altura de la base de la copa (m); CL: longitud de copa (m); MCR: radio máximo de la copa (m)



ArcView®‚ para determinar las coordenadas de
cada punto de la copa mediante el script “adxy-
coo.ave”. En la tabla 1 se presentan los estadís-
ticos descriptivos más importantes de la muestra
de datos finalmente utilizada.

Modelos analizados
Los datos recogidos en campo se emplearon

para ajustar los modelos indicados en la tabla 2,
que son modelos habitualmente empleados en
estos estudios. En prácticamente todos los casos
se utiliza un modelo para la copa de luz y otro
para la copa de sombra, a excepción de los
modelos polinómicos, que usan una única fun-
ción matemática para describir todo el perfil de
la copa, y los de KÄNDLER (1986) y RAUTIAINEN

& STENBERG (2005), que sólo están definidos
para la copa de luz.

Ajuste y selección de modelos
La estimación de los parámetros de los

modelos lineales se realizó por mínimos cuadra-
dos utilizando el procedimiento REG del pro-
grama SAS/STAT®‚ (SAS INSTITUTE INC., 2004).
En el caso de los modelos no lineales se utilizó
el procedimiento NLIN del mismo programa.

El análisis de la capacidad de ajuste de los
modelos se basó en comparaciones numéricas y
gráficas de los residuos. Así, se calcularon los
siguientes estadísticos: el coeficiente de deter-
minación (R2) y la raíz del error medio cuadráti-
co (REMC). Aunque existen opiniones
fundamentadas que plantean dudas en relación
con el empleo del R2 en la selección de modelos,
este estadístico da una idea bastante intuitiva de
la variabilidad que explican; no obstante, nunca
debe utilizarse como único criterio para elegir el
mejor modelo (MYERS, 1990). Las expresiones
de estos estadísticos son las siguientes:

[1]

[2]

donde Yi, Ŷi e Ȳ son respectivamente los valores
observado, estimado y promedio de la variable
dependiente, n es el número total de observacio-
nes utilizado para ajustar el modelo y p es el
número de parámetros a estimar.
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Figura 1. Esquema de las principales variables de copa, y relaciones geométricas utilizadas con la metodología del
crown window. HBLC: altura de la base de la copa (inserción del primer verticilo con acículas vivas que forma parte
de la copa como conjunto) (m); HBLF: altura de las primeras acículas vivas (m); CR: radio de la copa en cada punto
de medición (m); CH: altura de la copa desde HBLC en el punto de medición del radio (m); CL: longitud total de la
copa (m); HT: altura total del árbol (m) (nótese que cada uno de los perfiles de la copa se mide de forma independien-
te, por lo que el valor de las variables antes citadas puede diferir para un mismo árbol)



Además de los estadísticos descritos, una de
las maneras más eficientes de evaluar la capaci-
dad de ajuste de un modelo es la inspección
visual, por lo que se analizaron los gráficos de
residuos frente a valores predichos de cada uno
de los modelos ajustados.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

En la tabla 3 se muestran las estimaciones de
los parámetros y sus correspondientes errores
estándar obtenidos para cada ecuación. Todos los
parámetros resultaron significativos a un nivel de
confianza del 5%, excepto los parámetros a1 y a2

del modelo de MARSHALL et al. (2003), que se rea-
justó nuevamente sin incluir dichos parámetros.

En la tabla 4 se exponen los estadísticos de
comparación de los modelos analizados. Tenien-
do en cuenta que los modelos de KÄNDLER (1986)
y RAUTIAINEN & STENBERG(2005) sólo permiten
describir la copa de luz, la comparación de mode-
los se realizó en primer lugar para esta parte de la
copa. Así, los modelos de KÄNDLER (1986),

PRETZSCH(1992) MARSHALL et al. (2003) y RAU-
TIAINEN & STENBERG (2005) explicaron aproxi-
madamente el 93% de la variabilidad del radio de
copa a diferentes alturas (ver R2 en la tabla 4), con
un error medio de 0,19 m. La elipse y el modelo
polinómico de cuarto grado explicaron aproxima-
damente el 88% de la variabilidad del radio de
copa, con un error medio inferior a 0,26 m.

Con respecto a la parte de la copa de sombra,
la elipse fue la que mejor describió su perfil, expli-
cando el 95% de la variabilidad del radio de copa,
con un error medio de 0,18 m. Aunque aparente-
mente el modelo de PRETZSCH(1992) proporcionó
mejores resultados, no puede compararse con el
resto de modelos, puesto que se ajustó con un con-
junto menor de datos. Esto se debe a que este
modelo define la base de la copa como la altura a
la que se encuentran las primeras acículas vivas,
por lo que la inserción sobre el tronco de las ramas
que contienen estas primeras acículas vivas
(HBLC) no forma parte de la copa. Acontinuación
estuvo el modelo polinómico de cuarto grado, que
explicó el 87% de la variabilidad del radio de
copa, con un error medio de 0,28 m.
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Modelo Expresión matemática
Elipse [1]

[2]
Recta [3]

[4]
Polinomio [5]
KÄNDLER (1986)

[6]
PRETZSCH(1992) [7]

[8]
MARSHALL et al. (2003) [9]

[10]
RAUTIAINEN &
STENBERG(2005) [11]

Tabla 2. Modelos analizados para describir el perfil de copa. CRi: radio de la copa de luz en cada punto de medición
(m); MCR: radio máximo de la copa (m): Di: distancia vertical entre cada radio de la copa de luz y el radio máximo
(m); Lu: longitud de la copa de luz (m); CRj: radio de la copa de sombra en cada punto de medición (m); Dj: distancia
entre cada punto del radio de copa de sombra y el radio máximo (m); L0: longitud de la copa de sombra (m); RCR:
radio de copa relativo (adimensional); RCH: longitud de copa relativa (adimensional); z: grado del polinomio; CRBLF:
radio del punto en el que se encuentran las primeras acículas vivas de la copa; CHBLF: distancia vertical entre el punto
en que se encuentran las primeras acículas vivas y la base de la copa; a0-az: parámetros a estimar en el ajuste
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En la descripción del perfil de la copa ente-
ra, la combinación de dos elipses explicó el 89%
de la variabilidad del radio de copa, con un error
medio de 0,24 m, mientras que el polinomio de
cuarto grado explicó el 87% de la variabilidad
del radio de copa, con un error medio de 0,26 m.
El modelo de PRETZSCH (1992) proporcionó
mejores resultados, pero, como ya se ha mencio-

nado, no puede compararse con el resto de
modelos, puesto que se ajustó con un conjunto
menor de datos. Los modelos polinómicos pro-
porcionaron todos ellos buenos resultados,
mejorando los valores de los estadísticos de
bondad del ajuste a medida que aumentó el
grado del polinomio. Esta diferencia fue más
notable al pasar de un polinomio de tercer grado
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Modelo Parámetro Estimación Error estándar NC
a0 0,1210 0,00593 12,81

Polinomio de segundo grado a1 3,699 0,0286
a2 -3,833 0,0279
a0 0,06786 0,00576 68,76

Polinomio de tercer grado a1 5,283 0,0582
a2 -8,284 0,1474
a3 2,996 0,0977
a0 0,01767 0,00473 352,56
a1 9,004 0,0792

Polinomio de cuarto grado a2 -28,35 0,3674
a3 35,65 0,5733
a4 -16,31 0,2841

KÄNDLER (1986) a1 0,9644 0,0341 3,97
a2 2,016 0,0554

PRETZSCH(1992) a1 0,4829 0,0051 1,02
MARSHALL et al. (2003) a0 0,4877 0,0097 1,04

a3 0,4663 0,0056
RAUTIAINEN & STENBERG(2005) a1 1,500 0,0112 1,10

Tabla 3. Estimaciones de los parámetros y errores estándar de los modelos analizados. NC: número de condición, defi-
nido como la raíz cuadrada del cociente entre el mayor y el menor autovalor de la matriz de correlaciones. De acuer-
do con BELSEY(1991), si NC < 10 no hay problemas de multicolinealidad, si 30 ≤ NC ≤ 100 existen problemas de
multicolinealidad y si 1000 < NC < 3000 los problemas son graves

Modelo Copa entera Copa de luz Copa de sombra
R2 REMC R2 REMC R2 REMC

Dos elipses 0,8905 0,2419 0,8752 0,2581 0,9506 0,1755
Dos rectas 0,6859 0,4096 0,7978 0,3285 0,6766 0,4485
Combinación elipse-recta 0,7365 0,3752 0,8752 0,2581 0,6766 0,4485
Combinación recta-elipse 0,8399 0,2926 0,7978 0,3285 0,9506 0,1755
Polinomio de segundo grado 0,7945 0,3314 0,8185 0,3113 0,7755 0,3739
Polinomio de tercer grado 0,8215 0,3089 0,8339 0,2979 0,8216 0,3334
Polinomio de cuarto grado 0,8715 0,2621 0,8788 0,2545 0,8705 0,2840
KÄNDLER (1986) 0,9342 0,1874
PRETZSCH(1992) 0,9297 0,1880 0,9340 0,1874 0,9512 0,1471
MARSHALL et al. (2003) 0,7037 0,3979 0,9343 0,1873 0,5495 0,5295
RAUTIAINEN & STENBERG(2005) 0,9302 0,1930

Tabla 4. Estadísticos de bondad de ajuste de los modelos de perfil de copa analizados



a otro de cuarto; sin embargo, este último pre-
senta una clara multicolinealidad, como indica
el número de condición (NC, ver tabla 3).

En la figura 2 se muestran los gráficos de resi-
duos frente a valores predichos para la copa de
luz de los modelos que proporcionaron mejores
estadísticos de bondad del ajuste. En la figura 3 se
muestran gráficos similares para la copa de som-
bra. Con respecto a la copa de luz, los modelos de
KÄNDLER (1986), PRETZSCH(1992), MARSHALL et
al. (2003) y RAUTIAINEN & STENBERG(2005) pre-
sentaron una adecuada distribución de residuos.
Lo mismo sucedió con la elipse y el polinomio de
cuarto grado en el caso de la copa de sombra.

Otro criterio aplicable en la selección del
mejor modelo para la descripción del perfil de la
copa fue el número de variables que requiere
para su aplicación. En este sentido, si se midie-
sen todas las variables necesarias en el modelo se
penalizaría al que incluye más variables, ya que
aumenta el tiempo y el coste del inventario. En el
caso de que estas variables se modelizasen tam-
bién se penalizaría el modelo con más variables,
ya que se estaría introduciendo un error en cada

variable estimada. Siguiendo este criterio, los
mejores modelos son los polinómicos, pues sola-
mente requieren para su aplicación la longitud
total de la copa y su radio máximo. El resto de
modelos analizados, excepto el de PRETZSCH

(1992), necesitan para su aplicación la longitud
total de la copa, su radio máximo y la distancia
desde el radio máximo hasta la base del árbol (en
total tres variables). El modelo de PRETZSCH

(1992) requiere conocer, para su utilización, la
longitud total de la copa, su radio máximo, la
distancia desde el radio máximo hasta la base de
la copa y el radio en la base de la copa (CRBLF y
CHBLF) (en total cuatro variables).

Teniendo en cuenta los estadísticos de bon-
dad de ajuste, los gráficos de residuos frente a
valores predichos y el número de variables que
requiere cada modelo para su aplicación, la
mejor opción parece la combinación entre los
modelos de KÄNDLER (1986), MARSHALL et al.
(2003) o RAUTIAINEN & STENBERG(2005) para la
copa de luz y la elipse para la copa de sombra. Al
no haber diferencias significativas entre los tres
primeros modelos mencionados puede elegirse
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Figura 2. Gráficos de residuos frente a valores predichos de los modelos que mejores resultados proporcionaron para
el radio de la copa de luz

Figura 3. Gráficos de residuos frente a valores predichos de los modelos que mejores resultados proporcionaron para
el radio de la copa de sombra
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cualquiera de ellos para el cálculo del perfil de la
copa de luz para el pino radiata en Galicia.
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