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Resumen

Los procesos puntuales son una herramienta básica para el análisis de patrones espaciales fores-
tales. Estos procesos no sólo permiten un análisis exploratorio de estos datos espaciales, sino que
también permiten la definición de modelos espaciales explícitos. En este artículo se presentan los
principales métodos y modelos de los procesos puntuales aplicados a la ciencia forestal así como la
ilustración de estas herramientas con un caso práctico de estudio.
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INTRODUCCIÓN

Los sistemas forestales son sistemas biológi-
cos dinámicos cuya gestión se basa en informa-
ción sobre sus condiciones actuales (inventarios)
y herramientas predictivas (modelos de creci-
miento) desarrolladas en base a información
recogida en el pasado (parcelas permanentes).

A pesar del gran número de modelos de cre-
cimiento y producción forestal desarrollados
durante los últimos años (ver, por ejemplo,
STAGE, 1973; WYKOFF et al., 1982; TECK et al.,
1991; MONSERUD & STERBA, 1996; STERBA &
MONSERUD, 1997; PALAHI et al., 2003) pocos
modelos han considerado información espacial
explícita en su formulación (EK & M ONSERUD,
1974; PACALA et al., 1993; PUKKALA et al.,
1998). Los modelos dependientes de la distancia
además de mejorar la capacidad predictiva, per-
miten analizar problemas selvícolas espaciales
(marco de plantación, efecto de pistas, etc) y

analizar dinámicas forestales complejas (MIINA

et al., 1991; PUKKALA et al., 1998). En este
ámbito también son necesarios modelos para
predecir la distribución espacial de los árboles
de una masa, los cuales permitan la generación
de parcelas suficientemente grandes con las
coordenadas de cada árbol (generación de datos
sintéticos). Estos modelos permitirían una repre-
sentación de las masas y una simulación de las
operaciones selvícolas más realista y efectiva,
así como la comparación de distintos métodos
de inventario.

Una primera etapa antes de que un modelo
dependiente de la distancia sea confrontado con
datos reales es la obtención de información esta-
dística referente a la estructura forestal espacial.
El conocimiento de esta estructura espacial es
claramente necesario si se quiere definir un
esquema forestal predictivo realista basado en
índices de competición dependientes de la distan-
cia. Este análisis estadístico preliminar puede rea-
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lizarse a través del desarrollo de los procesos
puntuales. Un proceso puntual es un mecanismo
estocástico que genera un conjunto de puntos
{xi}contenidos en una región limitada A (DIGGLE,
2003). Estos procesos no solamente han tenido un
papel fundamental para el análisis estadístico de
los inventarios forestales, sino que han resultado
ser un marco de trabajo inestimable para la defi-
nición de modelos forestales espacialmente explí-
citos (STOYAN & PENTTINEN, 2000).

El objetivo básico de este artículo es la revi-
sión y presentación de los principales métodos y
modelos de los procesos puntuales aplicados a la
ciencia forestal así como la ilustración de estas
herramientas con un caso práctico de estudio.

DETERMINACIÓN DE LA ESTRUCTURA
ESPACIAL FORESTAL

La teoría de los procesos puntuales aplicada
a la modelización forestal se ha centrado en dos
grandes cuestiones: (1) en la estimación de coe-
ficientes y funciones matemáticas para el estu-
dio de la variabilidad (es decir, la estructura
espacial); y, (2) el uso de modelos teóricos para
el estudio de patrones forestales (ver la revisión
de COMAS & M ATEU, 2006). Vamos por el
momento a centrarnos en la primera cuestión.
Numerosos métodos estadísticos han sido des-
arrollados para estimar el número medio de
árboles contenidos en una masa homogénea, es
decir la intensidad λ. Un estimador estándar es

(1)

donde N es el número de árboles contenidos en
la región forestal A y |A| es el área de dicha
región. En realidad, la intensidad λ es la función
de intensidad de un proceso puntual estaciona-
rio. Una forma más general de la función de
intensidad viene dada por (DIGGLE, 2003)

(2)

donde dx es un área infinitesimal alrededor del
punto x y E[N(dx)] es el número esperado de
puntos dentro de dx. Esta función determina el
número medio de árboles en una posición deter-
minada x. DIGGLE (2003) también propone el

uso de una función de intensidad de segundo
orden (también llamada densidad producto de
segundo orden) para el análisis de la estructura
de procesos puntuales definida por

(3)

para dos posiciones espaciales x ≠ y. Para un pro-
ceso puntual estacionario e isotrópico esta fun-
ción se simplifica para dar λ2(r), donde r = ||x-y||.
Tradicionalmente para el análisis de patrones
forestales se ha utilizado una función derivada de
la función de intensidad de segundo orden, la lla-
mada función K de RIPLEY (1976). Esta función
multiplicada por la intensidad del procesos pun-
tual, λK(r), define el número esperado de puntos
dentro de un circulo de radio r centrado en un
punto arbitrario 0, sin tener en cuenta este punto
arbitrario. Por consiguiente, este estadístico es
un descriptor de la variabilidad espacial a distin-
tas escalas de análisis. La función K de Ripley
puede expresarse en términos de la función pair
correlation g(s) definida como

(4)

para un circulo de radio r centrado en un punto
arbitrario 0. Esta función denota inhibición entre
puntos (árboles) cuando g(s)<1, cuando g(s)=1
es el caso Poisson, mientras que g(s)>1 implica
agregación entre puntos. Estas funciones han
sido aplicadas para analizar patrones forestales
en PENTTINEN et al., (1992), SHAW et al. (2005)
y GAVRIKOV & STOYAN (1995) por citar algunos
ejemplos.

Paralelamente, los nearest neighbour mea-
surements (DIGGLE 2003) han sido también uti-
lizados para analizar la estructura forestal, ver
por ejemplo MATEU et al. (1998). Una de estas
funciones más utilizadas es la llamada función
G(r) que determina la probabilidad de que la
distancia entre un árbol y su vecino más cercano
sea como mucho r. Un estimador de esta función
G(r) puede ser definido vía (DIGGLE, 2003)

donde ri es la distancia desde el punto i a su veci-
no más cercano, n es el número de puntos de la
región de estudio y # denota número de puntos.
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MODELOS TEÓRICOS PUNTUALES
UTILIZADOS EN EL ESTUDIO DE
PATRONES ESPACIALES

Junto a estas herramientas estadísticas para
determinar la estructura forestal espacial, varios
procesos puntuales han sido desarrollados para
caracterizar patrones forestales espaciales. El
proceso de Poisson con intensidad λ es el proce-
so más simple para la generación de patrones
puntuales. A pesar de su importancia en la cons-
trucción y definición de la teoría de los procesos
puntuales, estos procesos son poco plausibles en
sistemas naturales, ya que implican la total inde-
pendencia entre los puntos que forman el patrón
espacial. Este modelo es principalmente utiliza-
do para discernir entre patrones al azar, y patro-
nes agregados y/o regulares.

Generalizando los procesos homogéneos de
Poisson, los procesos inhomogéneos de Poisson
son una clase de procesos puntuales no-estacio-
narios cuya función de intensidad es función de
la localización espacial λ(x). Por ejemplo,
DIGGLE (2003) propone un modelo inhomogé-
neo de Poisson para generar estructuras puntua-
les con gradientes espaciales vía λ(x,y) =
exp(-2x-y). Estos procesos puntuales son funda-
mentales en la simulación y en el estudio de
patrones forestales donde la heterogeneidad
pueda ser atribuida a factores deterministas tales
como la presencia de un río o la pendiente de
una montaña. HEIKKINEN & A RJAS (1999) dan
una aplicación forestal de este modelo, mientras
que BATISTA & M AGUIRE (1998) utilizan este
modelo para simular patrones espaciales de bos-
ques tropicales. 

Cuando la función de intensidad es al azar,
los modelos de Cox (COX, 1955) son una alter-
nativa a los modelos inhomogéneos de Poisson.
Los modelos de Cox con una función de intensi-
dad al azar Z(x) son de especial interés cuando la
heterogeneidad espacial en la estructura forestal
puede ser explicada por efectos al azar tales
como la heterogeneidad ambiental. Estos mode-
los han sido utilizados para modelizar patrones
forestales en, por ejemplo, RATHBUN & CRESSIE

(1994) y STOYAN et al. (1995). Un ejemplo de
proceso de Cox aplicado a la ciencia forestal es
el proceso de Thomas (STOYAN et al., 1995)
definido como

para µ > 0, donde Φσ es la distribución bivarian-
te Normal con varianza σ 2 y {xi}son puntos de
un proceso Poisson.

En muchos casos la estructura espacial fores-
tal puede estar determinada por efectos interacti-
vos entre los árboles contenidos en el patrón
espacial. Estas estructuras vienen definidas por
ciertas dependencias markovianas que pueden
ser simuladas a través de los procesos de Markov
o de Gibbs (RIPLEY & K ELLY, 1977). Estos
modelos de Gibbs son básicos para el estudio de
patrones forestales donde sean aparentes los
efectos inhibitorios entre los árboles y estan
basados en funciones de interaccion de parejas.
Aplicaciones forestales de este tipo de procesos
puntuales pueden encontrarse en TOMPPO(1986)
y DEGENHARDT & POFAHL (2000).

Hasta el momento, los modelos presentados
sólo generan estructuras puntuales puramente
espaciales, sin embargo, en la realidad, los bos-
ques se desarrollan dinámicamente a través del
tiempo. Aunque el análisis de configuraciones
puntuales puramente espaciales puede describir
la estructura forestal actual y ayudar a la com-
prensión de los mecanismos biológicos y ecoló-
gicos generadores, el desarrollo de procesos
puntuales (marcados) en el espacio y tiempo es
claramente necesario si queremos comprender
las dinámicas forestales y predecir futuras pro-
ducciones madereras para largos períodos de
tiempo. Esto ha llevado en la última década al
desarrollo de nuevos mecanismos estocásticos
para generar patrones puntuales (marcados) evo-
lucionando a través del tiempo. Por ejemplo,
RENSHAW & SÄRKKÄ (2001) han desarrollado un
modelo espaciotemporal que puede ser fácil-
mente aplicable para el análisis de dinámicas
forestales continuas en el espacio y el tiempo
(COMAS, 2005).

ANÁLISIS DE UN CASO DE ESTUDIO

Una vez presentadas las principales herra-
mientas estadísticas para el análisis de patrones
forestales y los principales modelos puntuales,
ilustramos dichas herramientas a través de un
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caso práctico de estudio. El área de muestreo
son bosques de Pinus sylvestris, P. nigra y P.
halepensis situados en la Catalunya central. En
cada parcela de radio variable se han tomado las
coordenadas espaciales de cada árbol, se ha
determinado la especie y se ha obtenido el diá-
metro a la altura del pecho, la altura y otras
variables de interés. En este análisis, nuestro
objetivo principal es la descripción de la estruc-
tura espacial de estas especies para los montes
de la Catalunya central.

Dado que las parcelas muestreadas muestran
claros indicios de no-estacionariedad en la dis-
tribución espacial de los árboles, hemos decidi-
do analizar estas estructuras puntuales a través
de estadísticos de segundo orden inhomogéneos.
Para una realización de un proceso puntual inho-
mogéneo Φ en una región forestal limitada A�
R2, BADDELEY et al. (2000) presentan una alter-
nativa a la función pair correlation (Ec. 4) para
patrones puntuales no estacionarios 

(5)

para una distancia r donde
≠

∑ denota la suma de
parejas (xi, xj) tales que xi ≠ xj ,

es un estimador insesgado de la función de
intensidad para la posición x, siendo

un coeficiente de corrección del efecto borde
para el estimador λ̂(x), e(·) es un coeficiente de
corrección para el efecto borde del estimador
ĝinh(r) (RIPLEY, 1976), y κb(·) es el Kernel de
Epanechnikov utilizada para el análisis de patro-
nes forestales (ver PENTTINEN et al., 1992;
BADDELEY et al., 2000). La función pair correla-
tion inhomogénea (Ec. 5) denota inhibición entre
puntos (árboles) cuandôginh(r) < 1, cuando cuan-
do ĝinh(r) = 1 es el caso Poisson, mientras que
ĝinh(r) > 1 implica agregación entre puntos.

En la figura 1 podemos ver la media aritméti-
ca de la función pair correlationinhomogénea (5)
obtenidos para 10, 8 y 9 parcelas circulares de
radio variable para las especies P. sylvestris, P.
nigra y P. helepensis, respectivamente, junto a sus
respectivos intervalos de confianza, es decir ±2
error estándar. Para P. sylvestris existe una clara
tendencia a estructuras agregadas para distancias
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Figura 1. Media aritmética (línea negra), y el intervalo de confianza, error estándar (línea de puntos) para la función
pair correlation inhomogénea (Ec. 5) obtenidos para: (a) 10 parcelas de P. sylvestris; (b) 8 parcelas de P. nigra; y, (c)
9 parcelas de P. halepensis



entre árboles inferiores a 1 metro, mientras que
para P. nigra y P. halepensis, esta estructura agre-
gada da paso a una estructura claramente regular
para distancias cortas entre árboles.

En la Catalunya central, las masas de P.
sylvestris son tradicionalmente regeneradas por
aclareos sucesivos (ver por ejemplo SMITH et al.,
1997). Esta práctica selvícola podría favorecer
áreas con altas densidades de regenerado, resul-
tando en grupos de árboles lo que explicaría par-
cialmente las configuraciones agregadas para
distancias cortas. Además, P. sylvestris crece a
mayores elevaciones que P. nigra y P. halepen-
sis donde la variabilidad de la calidad de sitio
dentro del parcela podría ser mayor, causando
distribuciones de árboles mas agregadas.
También P. nigra es mas tolerante a la sombra
que P. sylvestris y por tanto podría regenerarse
de forma más uniforme que P. sylvestris debajo
de copa. Las prácticas selvícolas también podrí-
an explicar la estructura regular para distancias
cortas de P. nigra. Finalmente, P. halepensis es
especie intolerante a la sombra y bien adaptada
a fuegos recurrentes. Por tanto la necesidad de
intensidades altas de luz y el consecuente autoa-
clareo podrían eliminar competidores menos
adaptados, explicando la estructura regular de
esta especie para distancias cortas entre árboles.

DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

Los procesos puntuales son una herramienta
básica para el análisis de patrones homogéneos
espaciales forestales. Estos procesos no sólo
permiten un análisis exploratorio de estos datos
espaciales, sino que también permiten la defini-
ción de modelos espaciales explícitos. De
hecho, el análisis estadístico de patrones foresta-
les, y en particular la descripción de la estructu-
ra espacial, es el primer paso antes que análisis
mucho mas complicados sean considerados.

Sin embargo el uso de características de
segundo orden (por ejemplo la de Ripley) está
limitada a patrones estacionarios, patrones que
no suelen ser comunes en situaciones forestales
reales. Aunque características de segundo orden
no-estacionarias han sido recientemente defini-
das para estudiar patrones no-estacionarios,
pocos estudios forestales se han llevado a cabo.

Este trabajo por tanto considera estas herramien-
tas estadísticas para el estudio de masas puras de
tres coníferas en la Catalunya central. 

Nuestros resultados sugieren que mientras P.
sylvestris aparece agregado para cortas distan-
cias <1 metro, P. nigra y P. halepensis mantie-
nen una distancia mínima entre pies. Estas
estructuras son probablemente debidas a las
características del área forestal, el temperamen-
to de las especies y las prácticas selviculturales
aplicadas en la Catalunya central. 

Finalmente, decir que el uso de herramientas
estadísticas inhomogéneas ha resultado ser muy
útil para describir estructuras forestales en el
Catalunya central. Sin embargo, más análisis
deben de ser realizados para comprender total-
mente las dinámicas de estos sistemas comple-
jos. Por ejemplo, un estudio similar se podría
llevar a cabo asumiendo las variables de interés
(diámetro o altura) para cada árbol. 
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