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Resumen

En este articulo se presenta la regresion logistica multinomial como extensidon multivariante de
la regresion logistica binaria clasica, ampliamente utilizada en la investigacion forestal. A partir de
la formulacion matematica del modelo estadistico se explica la estimulacion de pardmetros median-
te el método de méxima verosimilitud y se establecen los test estadisticos adecuados para la signifi-
catividad global del modelo y el efecto de cada regresor. También se calculan los intervalos de con-
fianza asintdticos para los parametros y se mide la calidad del ajuste mediante los coeficientes de
determinacion (pseudo-R?) mas ampliamente utilizados. La calidad en la prediccidon puede medirse,
al igual que en el anilisis discriminante, mediante la tabla de clasificacion observados-predichos o

mediante validacion externa si se dispone de una muestra alternativa para ese proposito.
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INTRODUCCION

La regresion logistica multinomial (HOSMER &
LeEMESHOW, 1989) es utilizada en modelos con
variable dependiente de tipo nominal con més de
dos categorias (politomica) y es una extension mul-
tivariante de la regresion logistica binaria clasica.
Las variables independientes pueden ser tanto con-
tinuas (regresores) como categoricas (factores).

Tradicionalmente las variables dependientes
politdbmicas han sido modeladas mediante anali-
sis discriminante pero, gracias al creciente des-
arrollo de las técnicas de calculo, cada vez es mas
habitual el uso de modelos de regresion logistica
multinomial, ya implementados en paquetes esta-
disticos como S.A.S. (PROC CATMOD) o
S.P.S.S. (NOMREG), debido a la mejor interpre-
tabilidad de los resultados que proporciona.

En el ambito forestal esta técnica se ha uti-
lizado por diversos autores como por ejemplo
HArIG & FauscH (2002), HERAJARVI (2002),
NoORTH & REYNOLDS (1996) o Rio et al. (2004).
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Con esta comunicacidn se pretende presen-
tar las bases teoricas de esta técnica estadistica
tanto en lo que se refiere a su formulacion y
metodologia de ajuste como al anélisis e inter-
pretacion de los resultados obtenidos utilizando
la subrutina NOMREG del paquete estadistico
S.P.S.S. Para ello se considerara un caso con dos
regresores y una variable politdmica con tres
categorias.

Formulacién del modelo

Consideramos una variable aleatoria depen-
diente Y categbrica nominal politdbmica con
Soporte(Y)={1,2,3} y con probabilidades
pi=p(Y=1), p,=p(Y=2) y ps=p(Y=3)=1-p,-p,.
Supongamos que queremos analizar el efecto
que ejercen dos variables explicativas continuas
X, X, sobre las probabilidades p, y p, que
caracterizan a la variable Y. Podemos redefinir a
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la variable Y mediante un vector (Y,,Y,) cons-
truido de la siguiente forma:

(1,0) si Y=1
¥.Y) =1 si ¥=2
(0,0) si Y=3

Las variables Y, e Y, tienen una distribucion
de Bernouilli con E(Y,)=p, y E(Y,)=p,, al igual
que la variable dependiente en una regresion
logistica binaria clasica. Obviamente estas dos
variables no son independientes ya que
Cov(Y,Y2)=-p,p.

Formulamos el modelo multivariante defini-
do por las siguientes ecuaciones:

exp(Z,)
L+exp(Z,) +exp(Z,)

exp(Z,)
L+exp(Z,) +exp(Z,)

pl(Xlst)=p| =E(Yl)=

p,(X,X,)=p,=E,) =

donde Zl=ﬁ01+ﬁ11'xl+ﬁ21'xz Y Z=BotBir X+
Bor %o, siendo Byi, Biis Bors Bozs Bios Bro» pardme-
tros que deseamos estimar.

(Observar que

1

X, X)=p,=l-p-pp=———).
py(X,,X,)=p; bP—D 1+exp(Zl)+exp(Zz))

Con el propodsito de interpretar mejor los
pardmetros que aparecen en el modelo, podria-
mos reescribir éste de la siguiente forma:

% = exp(Z,) = exp(By,) - exp(By,))" - (exp(Byy)"

3

L2 exp(2,) = exp(By) - (exp(B )" - (exp(Bon))"

Ps
Al cociente p,/p; se le denomina ‘odds’ de la
categoria 1 respecto de la categoria 3 y se le
representa por O, (X, X,) = O, (idem. para O,).
De este modo puede observarse facilmente que
la razdon de cambio en O, cuando X, se incre-
menta en una unidad manteniéndose constante

O,(X, +LX,)
0,(X,,X5)
que recibe el nombre de ‘odds-ratio’ de la cate-
goria 1 respecto de la variable X, y se represen-
ta por OR, (X)) (idem. para OR, (X,), OR, (X)) y

OR, (X,).

X, viene dada por =exp(By,) ,
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Es interesante observar que estas ‘odds-ratio’
dependen de las unidades en que vengan medi-
das las variables regresoras (si multiplicamos X,
por 10, OR; (X)) pasaria a ser Wexp(f3,,) )- Por
tanto la importancia de cada variable regresora
en el modelo deberfa medirse por el valor de la
odds-ratio suponiendo estandarizada dicha varia-
ble. Este es el motivo por el que se habla de las
‘odds-ratio’ estandarizadas en las variables
regresoras. Por ejemplo OR, (X))=exp(f;;'S,)
siendo S, la desviacion tipica muestral de la
variable X, (idem. para OR, (X}), OR, (X}) y OR,
(X3)). Cuanto mas grande sea este valor mas rele-
vante es la variable dentro del modelo.

También interesa definir las proporciones de
cambio en las ‘odds’ con respecto a cada varia-
ble regresora que, por ejemplo, para O, con res-
pecto a X,, viene dada por:

OI(X] +17Xz)_01(X1’Xz)
0,(X,,X,)

y que representaremos por: OC, (X)) (idem. para
OC, (X, OC, (X)) y OC, (X,)).

Otra formulacidn alternativa, y quizds mas
conocida, se obtiene tomando logaritmos en
ambas ecuaciones del modelo:

=OR, (X,)-1=exp(B,,) -1

3

p
ln(l)=zl =Bo + B X+ B X,

ln(pz)=zz =Bp +B, X +PBy X,

3

donde las expresiones del miembro izquierdo se
denominan ‘logits’ (al igual que en la regresion
logistica binaria) y los parametros representan
las tasas de cambio en los ‘logits’ cuando una de
las variables explicativas se incrementa en una
unidad manteniéndose constante la otra.

Estimacion de parametros

Dada una muestra de datos (Y ;, Yy, X3 X51)
con i=1,2....,n podemos definir, en funcion de
los parametros del modelo, las funciones Z,;, Z,;,
P1i» P2i Y abordar el problema de la estimacion de
los mismos mediante el método de maxima
verosimilitud, como se muestra a continuacion.
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Con el modelo planteado, la funcion de
verosimilitud de la muestra viene dada por la
siguiente expresion:

L= ﬂ(py Py )=ﬂ (p“)
=1

Psi

Y b

),
p}x

En vez de trabajar con esta expresion se uti-
liza la funcion auxiliar:

In| 2 +Y,,-In Py +In(p,) |=
Py D

=2 2 (ln(l +exp(Z,) + eXp(sz))' Y, Z,-Y, 'Zz[)

A=—2-1n(L)=—2~E Y,
i=1

El problema de maximizar la verosimilitud
equivale al de minimizar la funcion auxiliar A,
y puede resolverse por métodos numéricos de
forma iterativa partiendo de la estimacion inicial
B11=B21=f1:=F»=0, Py=In(n)-In(n-n-ny) y
Bo=In(ny)-In(n-n,—n,) siendo N, y n, el nimero
de observaciones en las categorias 1 y 2 respec-
tivamente. Estos estimadores iniciales se obtie-
nen suponiendo que no hay una influencia de las
variables regresoras en el modelo planteado y
para ellos el valor inicial de la funcidn auxiliar
que debemos de minimizar es:

A0=—2~( ln( )+n2 ln(nz)+
n n

(n=n —ny)-In[ "=

n

Una vez alcanzada la convergencia del
método iterativo, de31gnaremos or Ao al mini-
mo obtenldoypor 01’ 11,621»5027 125 Bnalos

valores estimados de los pardmetros del modelo.

Significatividad global del modelo

Podemos contrastar la hipdtesis de no exis-
tencia de un efecto significativo global de las
variables regresoras teniendo en cuenta que la
diferencia entre el valor inicial y el valor final de
la funcién auxiliar A tiene una distribucion )*
con 4 grados de libertad (en general, niimero de
regresores multiplicado por nimero de categori-
as menos una). El p-valor del test para la hipote-
sis nula de que no existe efecto de las variables
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regresoras (f,,=,,=P1,=,=0) vendra dado por
POC 2>AgAs ).

Significatividad del efecto de cada variable
regresora

Si llamamos A_; al minimo de la funcion
auxiliar que se obtendria eliminando del modelo
la variable X, (f3,,=p,,=0) se verifica que la dife-
rencia entre los minimos de la funcion auxiliar en
el modelo reducido y en el modelo completo
tiene una distribucion ) * con 2 grados de liber-
tad (en general, nimero de regresores menos uno
multiplicado por nimero de categorias menos
una). Por tanto el p-valor del test para la hipote-
sis nula de que no existe efecto de la variable X;
(811=P1,=0) vendré dado por p(x 3>A-1-A). De
modo similar podriamos calcular A ; (minimo
de la funcion auxiliar eliminando £, y 3, del
modelo) y A , (minimo de la funcién auxiliar
eliminando del modelo la variable X,) y cons-
truir tests de hipotesis para Sy =f,=0 Yy
B,1=P,,=0, respectivamente.

Significatividad de cada parametro

Teniendo en cuenta que el cuadrado de cada
estimador dividido por su error estiandar tiene
una distribucion x * con 1 grado de libertad pode-
mos construir test de hipotesis para la igualdad
de cada parametro a cero y podremos saber qué
estimadores de los parametros del modelo son
significativamente distintos de cero. Por ejem-
plo, para el test de hipdtesis f3,,=0 el p-valor seria

2
pl x> T , siendo s.e.(B,,) el valor
s'e'(ﬁn)

correspondiente al error estandar del estimador
del parametro ;.

I ntervalos de confianza para los par ametros

Basandonos en la normalidad asintotica de
los estimadores maximo verosimiles podemos
construir, utilizando la distribucibn normal,
intervalos de confianza asintdticos para cada
uno de los parametros del modelo y, mediante
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las transformaciones correspondientes, interva-
los de confianza (I.C.) para las ORy las OC. Por
ejemplo, para el parametro f,;, y utilizando un
grado de confianza de 1—a., tendriamos:

I. C. para §,;:

(Bll ) “s.e.( Bu)’ Bu + 24 “s.e.( Bu))
I. C. para OR(X)):

(exp(ﬁ“ ~Zap “s.e( ﬁll))exp(ﬁll * Zop “s.e( Bu)))
I: C: para OR,(X)):

(exp(S'X‘ '([%11 = Zapr “se( Bu)))eXp(SX‘ ' A11 tZupn s 511)));
I. C. para OC,(X)):

(exp(Bn ~Zup 'S‘e'(Bll))'lveXp(Bll tZyp s Bll))_l)
siendo Z, el valor que, en una distribucidon nor-
mal (0,1), verifica p(Z>Z,,)=0/2

Calidad del ajuste

Aligual que en la regresion logistica binaria, la
calidad del ajuste en la regresion logistica multino-
mial se mide mediante coeficientes de determina-
cion conocidos como Pseudo-R?. De entre todos
ellos comentaremos los mas clasicos, que son los
que proporciona el paquete estadistico S.P.S.S.

El primero se basa en la funcion auxiliar A
utilizada en el ajuste, se conoce como pseudo-R?

. 2 A,
de Mc-Fadden y viene dado por: Ry. =1- Ai
0
Su rango tedrico de valores es 0= R,z <1, pero
muy raramente su valor se aproxima a 1. Suele
considerarse una buena calidad del ajuste cuan-
do 0.2< R3,-<0.4 y excelente para valores supe-
riores.

Otros autores prefieren coeficientes basados
directamente en la verosimilitud L, y no en la
funcion auxiliar A. El méas conocido es el pseu-
do-R? de Cox-Snell, definido como

2
n

in L. D -
/
Loy=exp(—=Ay/2) y L ;=exp(-A;/2). El rango teori-
co de valores para este coeficiente es

2
0= Rés <I- (”/LO ) , 1o que le hace poco
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interpretable al depender de L. Por este motivo
es preferible el pseudo-R2 de Nagelkerke, que
se define como

A, -A
l—exp(fo)
2
R? = Res  _ "
N 2
1_(1L0) l—exp(—AO)
n

y su rango de valores es O< R§ <1 por lo que
puede interpretarse del mismo modo que el coe-
ficiente de determinacion de la regresion lineal
clasica, aunque es més dificil que alcance valo-
res proximos a 1.

Para comparar modelos de regresion logisti-
ca multinomial con diferente niimero de varia-
bles regresoras suelen introducirse coeficientes
Pseudo-R* ajustados. El méas conocido es el de
Mc-Fadden, definido como

0.5'A/+k+1
0.5-A, +1

niimero de regresores.

Adj - R}, =1 , siendo K el

Calidad en la prediccion

Si, a partir del modelo ajustado, clasificamos
cada observacion en la categorfa mas probable,
podemos construir una matriz de clasificacion
observados-predichos y utilizar el porcentaje de
clasificaciones correctas como una medida de la
calidad de prediccion, del mismo modo que se
hace en el analisis discriminante.
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