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Resumen

Los modelos mixtos conforman una herramienta de interés para la modelizacion del crecimien-
to y la produccion de variables de interés forestal, al permitir el ajuste de funciones lineales sobre
observaciones que no verifiquen el supuesto de independencia. En el presente trabajo se presenta una
aproximacion tedrica a los modelos mixtos y se muestra un caso practico de aplicacion para la mode-

lizacion de la relacidon didmetro—altura.
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INTRODUCCION

Gran parte de los modelos que se aplican en
la actualidad en el &mbito de la Ciencia Forestal
se formulan como un modelo general lineal
(SEARLE, 1971):

y=Xp+e (1)

Donde y representa el vector n x 1 que con-
tiene las observaciones correspondientes a la
variable aleatoria de interés del modelo; X es
una matriz n x p, que incluye el valor de las
covariables explicativas; f es un vector p x 1
que incluye los pardmetros asociados a las cova-
riables del modelo y e es un vector n x 1 que
incluye los términos residuales del error. La for-
mulacioén anterior se puede corresponder con
una regresion lineal maltiple o con un modelo
de anilisis de la varianza. El primer y segundo
momento (esperanza y varianza) para la distri-
bucion de Y son:

E(y) = XB: Var (y) = var (€) =V
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Donde V es la matriz n x n de varianza cova-
rianza para las observaciones. El objetivo prin-
cipal de la resolucion de un modelo general line-
al es obtener un estimador para el vector f. El
estimador lineal, insesgado y de minima varian-
za es el estimador de minimos cuadrados gene-
ralizados BM ce. definido como:

Buce = (X" V1 X) XTV1y )

Sin embargo, en el ajuste de la mayor parte
de los modelos se utiliza el estimador de mini-

mos cuadrados ordinarios (MCO), Byco, que
queda definido por:
Buco = (X" X) " X"y 3)

BM co €s un estimador insesgado de B, pero no de
minima varianza. Unicamente en el caso de que
la estructura de V sea del tipo o°l,, donde I,
representa la matriz identidad de orden n, By co
coincide con 6M ce- El cumplimiento de esta
estructura requiere dos supuestos basicos: homo-
cedasticidad en la varianza de los residuos e
independencia entre los residuos. El aplicar téc-
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nicas de MCO sin que se verifique el cumpli-
miento de ambos supuestos implica una estima-
cion sesgada del intervalo de confianza para el
estimador del pardmetro, con el peligro de consi-
derar como significativas variables que realmen-
te no lo son. La heterocedasticidad se corrige
aplicando transformaciones de la variable depen-
diente o incluyendo matrices de ponderacion en
el estimador MCO. La falta de independencia
entre las observaciones requiere la aplicacion de
técnicas de minimos cuadrados generalizados vy,
por tanto, la definiciéon de una estructura para la
matriz V y la estimacion de sus componentes.

FALTA DE INDEPENDENCIA EN LOS
DATOSUTILIZADOSEN LA
MODELIZACION FORESTAL

En la toma de datos para la construccion de
modelos en el 4mbito forestal es muy comin
tomar distintas mediciones de la variable de
interés en una misma unidad de muestreo. La
unidad de muestreo puede ser un 4rbol, en el que
se mide el diametro de seccion (arbol tipo) o el
nimero de anillos (analisis de tronco) en distin-
tos puntos del fuste; o puede ser una parcela,
donde de distintos arboles se mide un atributo
determinado (altura, volumen individual, pro-
duccidn de pina...). A su vez, las parcelas pue-
den agruparse en rodales, montes o regiones....

Las observaciones procedentes de una misma
unidad de muestreo presentan alta correlacion,
originada por una serie de factores que influyen
comunes a todas las mediciones procedentes de
una misma unidad de muestreo. Estos factores
pueden estar relacionados con el tamano del
arbol, su genotipo, atributos del rodal, variables
de tipo edafico, climético... En el caso de que no
todos estos factores puedan incluirse en el mode-
lo los residuos procedentes de una misma unidad
tenderan a ser parecidos entre si, la matriz V no
tendra estructura del tipo o°l,, y el estimador

vco No serd un estimador eficiente de B.

MODELOSMIXTOSLINEALES

Una aproximacion al problema del ajuste de
modelos lineales sobre datos no independientes
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viene dada por los modelos mixtos lineales
(SEARLE et al., 1992; LITTELL et al., 1996). Los
modelos mixtos se fundamentan en la particion
del error no explicado en una componente
comin a las observaciones procedentes de una
misma unidad de muestreo y un término residual
del error, propio de cada observacion, y, en prin-
cipio, independiente de los términos residuales
del resto de las observaciones. El modelo mixto
lineal incluye en su formulacidon parametros
fijos, comunes a toda la poblacién, y pardmetros
aleatorios, especificos de cada unidad de mues-
treo. Los parametros aleatorios se consideran
realizaciones aleatorias de un proceso de media
cero, y cuya varianza define la componente del
error asociada a la unidad de muestreo.

La formulacion de un modelo mixto lineal
para las ni observaciones incluidas en la unidad
de muestreo “i” es:

Yi=XiB+Zib +¢ 4)

Donde y; es el vector n; X 1 [yj;,....yinil" que
contiene las observaciones medidas en la unidad
X;; es la matriz n; x p donde su fila j, x; =
[Xy3- - - Xpi5], TEpresenta el valor de las covaria-
bles explicativas para la observacion j de la uni-
dad i; B es un vector p x 1 de parametros fijos;
Z; es la matriz de n; x q en la que su fila j, z; =
[Zy3j>- - 2], TEprEsenta el valor de las covaria-
bles explicativas asociadas a los parametros ale-
atorios; b; es un vector q x 1 de parametros ale-
atorios especificos para la unidad i [uy;,...,u,l",
tal que b, ~ N (0, D)); & es un vector n; x 1 de
términos del error con distribucion ¢ ~ N (O,
R). R; es una matriz n; X n;, normalmente del
tipo 0%l ,; D; es la matriz q x q de varianza de
los parametros aleatorios, y en el caso mas gene-
ral tiene la forma:

ul :u1u2 :uluq
_ O ulu2 O u2 O u2uq
i =
O, O 02
uluq u2uq uq

La formulacion del modelo mixto lineal para
las r unidades de muestreo que componen la
muestra (n observaciones en total) es:

y=Xp+Zb+e 5)

Donde y es el vector n x 1 [y,",....,y,"]T; X
es la matriz n x p, cuyas filas son los vectores
Xij; B es el vector de pardmetros fijos antes defi-
nido; Z es la matriz en bloque diagonal cuyos
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bloques son las r matrices Z;, b es el vector
[by",...,b,"]" que incluye los q parametros alea-
torios para cada una de las r parcelas, tal que b
~N (0, D); e es un vector n X 1 que contiene
los términos residuales del error, tal que e ~ N
(0, R). En el caso mas comiin D es la matriz en
bloque diagonal compuesta por las r matrices D;
(D;=...=Dj=...=D,), y R es una matriz diagonal
n X n, cuya (nica componente es la varianza
residual del modelo o%. Los dos primeros
momentos asociados a la distribucion de y; y de
y son:
E(y) = E(y|b) = X; B + Z; by; Var (y) =V, =
var (Z;b;+e)=2,D,Z; "+ R,

E(y)=XB; Var(y)=V =var(Zb+e=ZDZ"+R

MOTIVACIONES PARA EL USO DE UN
MODELO MIXTO LINEAL

— Los modelos mixtos permiten la estimacion
eficiente del vector de parametros fijos ﬁ que
definen el patron comtn de la poblacion,
aplicando técnicas de MCG:

B=xV' Xy XVy (©6)

— Prediccion eficiente del vector de parame-
tros aleatorios ﬁi especifico para la unidad de
muestreo i, que define el patrdn comiin de
desviacion de los componentes de la unidad
con respecto de la media. En la prediccion se
usa la teoria de los mejores predictores line-
ales insesgados (SEARLE et al., 1992):

b=Dz"V (y-Xp) @)

— Descomposicion de la varianza total en la
varianza entre las unidades de muestreo y la
varianza dentro de cada unidad. Estimacion
de los componentes de la varianza que defi-
nen las matrices de varianza estimadasD yIQ
La matriz de varianza estimada para las
observaciones queda definida como U=z
Z™+R. En la estimacion de los componentes
de la varianza se aplican métodos de méxi-
ma verosimilitud (HARVILLE, 1977) o méto-
dos ANOVA (HENDERSON, 1953).

— Calibracion del modelo para una unidad k no
muestreada, al poder predecir el vector de
parametros aleatorios gk si se dispone de al
menos una medicion de la variable de interés
en la nueva unidad.
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APLICACION DE UN MODELO MIXTO
A UN CASO PRACTICO DE
MODELIZACION DE LAALTURA EN
FUNCION DEL DIAMETRO

Para mostrar la aplicaciéon de un modelo
mixto lineal se utilizan los datos correspondien-
tes a la altura individual y el diAmetro normal de
los arboles contenidos en 125 parcelas tempora-
les de produccion instaladas por el INIA en
masas regulares de Pinus pinea en la provincia
de Valladolid. Del total, 115 parcelas (con 2300
arboles) se usan como muestra de ajuste y 10
parcelas (200 arboles) se reservan como muestra
de validacion. Para modelizar la relacion entre el
diametro y la altura se utiliza la expresion pro-
puesta por CURTIS (1967):

log(h) = a, + a, log(d) + e

Donde h es la altura del arbol (m) y d es el dia-
metro normal (cm). En primer lugar suponiendo
homoscedasticidad e independencia se procede al
ajuste de la relacion aplicando regresion lineal por
minimos cuadrados ordinarios. El modelo resul-
tante es (el término entre paréntesis se refiere al
error estandar de estimacion de los parametros):

log(h)) = -0.9881 + 0.9404 log (d)) + €;;

(0.0283)  (0.0085) ®)
’=0.841; o, = 0.0307

El andlisis grafico de los residuos (fig. 1-1)
no muestra desviaciones patentes respecto al
patron de homoscedasticidad en la varianza o?,
de los residuos. Sin embargo, en la fig 1-2 queda
sehalado (sobre una muestra de parcelas) como
los residuos procedentes de una misma parcela
son mas parecidos entre si que la media (es decir
tienden a ser todos positivos o negativos), lo que
indica falta de independencia entre los residuos.

Ante esta falta de independencia se propone
la formulacion de la relacion altura-didmetro
como un modelo de coeficientes aleatorios, caso
particular del modelo mixto lineal en el que Z
contiene Ginicamente unos y ceros, o si contiene
covariables explicativas, éstas también forman
parte de X. Bajo este supuesto, la expresion del
modelo de coeficientes aleatorios para la obser-
vacion j medida en la unidad i serfa:

log(hy) = a; + u; + (a, + vylog(dy) + ¢;

D d ui N 0 D 03\ Ouv N (0 2 )
ondae ~ D, = 3 €~ ,0%
Vi 0 Guv 0\2/ :
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Al resolver el modelo anterior utilizando el
procedimiento MIXED del paquete estadistico
SAS obtenemos estimadores para a, y a, (com-
ponentes de 3), los componentes de las matrices
D, y R;, y el valor predicho de u; y v; para cada
unidad de muestreo:
log(hy) = 0.3367 + u; + (0.5459 + v; )log (d;) + €;;;

(0.0801) (0.0206) (
2, =0.5580; 0?, = 0.0335; o,
0.0064 ; EF=0.969

Al comparar estos resultados con los obteni-
dos se observa que el estimador MCO subestima
el error de estimacion de los parametros. En el
modelo mixto la varianza del error se descom-
pone en una componente asociada a la unidad de
muestreo, definida por 0%, 0%, y Oy, ¥ un térmi-
no residual o’,, indicando que la variabilidad
entre unidades de muestreo explica gran parte
del error total. EF indica la eficiencia (estadisti-
co analogo al R* de la regresion lineal) del
modelo mixto completo, que para una variable y
se define como:

EF=1-5F _

SST ypred = Y medio

Si se desea hacer estimaciones en nuevas uni-
dades es posible aplicar la parte del modelo mixto
que Gnicamente incluye los parametros fijos
(modelo de efectos fijos). La eficiencia predicti-
va del modelo se puede incrementar si se predice
o explica el valor de los pardmetros u; y v; para las
nuevas unidades. Estos parametros definen la
desviacion de las observaciones de la unidad de
muestreo con respecto al valor medio para la

ij>

=-0.1323; &, =

-1- Ypred ~ Yobs (10)

Figura 1-1
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poblacion, desviacion debida a una serie de atri-
butos de la unidad. La identificacion y entrada de
estos atributos en el modelo reducira la variabili-
dad no explicada por la parte fija del modelo.

Una tercera alternativa es la posibilidad de
predecir el valor de los parametros aleatorios u;
y v; para una nueva unidad de muestreo a partir
de una serie de mediciones complementarias de
la variable dependiente medidas en la nueva uni-
dad. En esta calibracion del modelo se utiliza la
expresion (7). Supongamos que en una nueva
unidad k se mide en dos arboles el diametro, d,
y dy, y la altura, hy, y hy,. El valor de los para-
metros predichos u, y v, seria:

u )  (0.5580
v, ] \-01323

- J

~0.1323 1 1
0.0335 ) | log(d,,) log(d,,)
J

D, z7
v (M) (1 log(dw)) (03367
“ (e 1 log(d,,) )\ 0-5459

—

Y X [3

DondeV, = Z, D, 2,7+ Ry, conR, =0.0064 I,

En la figura 2 se compara el resultado de la
calibracion del modelo a partir de dos medicio-
nes por parcela en dos de las parcelas incluidas
en la muestra de validacién con el obtenido al
aplicar el modelo de efectos fijos (aplicando en
todos los casos la transformacidn antilogarit-
mica). Al considerar la calibracion para las 10
parcelas de la muestra de validacion, se com-

Figura 1-2

0.8 1
0.6
0.4
0.2

0

0.8 +
0.6
47119
0.4 A

0.2 A

-0.2
-0.4

-0.6

-0.8 -

0 T

L 25 s 35
0.2 ¥

0.4 -
47057

-0.6 A

-0.8 -

Figura 1-1. Residuos correspondientes al ajuste por regresion lineal MCO del modelo (8)
Figura 1-2. Residuos del modelo (8) correspondientes a un grupo de parcelas de la muestra
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Figura 2. Modelo de efectos fijos (continua) y modelo calibrado (discontinua) a partir de dos arboles (puntos) en dos

parcelas de la muestra de validacion

prueba que la eficiencia predictiva del modelo
que incluye los parametros aleatorios predi-
chos a partir de un Gnico arbol por parcela
(EF=0.928) mejora sustancialmente el resulta-
do obtenido al aplicar el modelo de efectos
fijos (EF=0.618).

CONCLUSIONES

Los modelos mixtos constituyen una alterna-
tiva al ajuste por regresion mediante minimos
cuadrados ordinarios cuando las observaciones
no son independientes entre si. El ajuste de
modelo mixto permite obtener estimadores efi-
cientes de los parametros fijos del modelo, y
predecir parametros aleatorios especificos de
cada unidad de muestreo, que reflejan el patron
de desviacion con respecto de la media. La posi-
bilidad de predecir estos parametros y calibrar el
modelo para nuevas localizaciones les confiere
gran utilidad en el campo de la aplicacion prac-
tica de los modelos a la gestion forestal, al obte-

ner estimaciones fiables sin necesidad de medir
covariables adicionales.
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