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Resumen

Se presenta una metodologia para el desarrollo de un mddulo de cubicacion con clasificacion de
productos dentro de un modelo de crecimiento de masa. En este modelo, las variables de estado area
basimétrica, nimero de pies/ha y altura dominante se proyectan mediante distintas funciones de tran-
sicion. La informacion de estas variables de estado en un instante cualquiera se utiliza para generar
matematicamente la distribucidon diamétrica, la altura de cada clase dimensional y su volumen uni-
tario. El volumen total de la masa se estima por agregacion de los volamenes obtenidos en el paso
anterior. La metodologfa utilizada, ademéas de garantizar la compatibilidad entre diferentes funciones
del sistema, permite una cubicacion mas detallada y exacta de la produccion que un modelo que esti-
me directamente el volumen total de masa a partir de las variables de estado.

Palabras clave: Modelo de crecimiento de masa, Funciones de transicion, Funcion de desagregacion, Funciones de
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INTRODUCCION

Los objetivos de la gestion forestal determi-
nan en gran medida el tipo de modelo de creci-
miento y produccion a desarrollar, la metodolo-
gfa mas adecuada para su elaboracidn, y conse-
cuentemente los datos necesarios y la resolucion
para las estimaciones (VANCLAY, 1994). Con res-
pecto a este Gltimo aspecto, los modelos de arbol
individual proporcionan el mayor nivel de deta-
lle, aunque requieren un gran volumen de datos
y un ntimero elevado de anélisis para su desarro-
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llo. Sin embargo, segin GARcCIA (1988), los
modelos de masa son los mas adecuados para la
planificacion de la gestion de plantaciones fores-
tales, ya que representan un buen compromiso
entre generalidad (entendida como su posible
aplicacion a un amplio rango de situaciones) y
precision de las estimaciones. Ademés, el mejor
comportamiento estadistico de las variables de
masa frente a las de arbol individual es un argu-
mento adicional para la elecciéon de un modelo
de rodal completo. Por otra parte, un modelo de
masa es, generalmente, el primer paso cuando se
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programa el desarrollo de modelos de crecimien-
to para una determinada especie.

La mayoria de los modelos de masa propor-
cionan informacion dasométrica limitada (en
algunos casos sdlo el volumen de masa); sin
embargo, una gestion forestal efectiva requiere
informacion mas detallada de la estructura de la
masa y de la clasificacioén de los productos que
proporciona seglin destinos comerciales. Para
ello, un modelo de masa se puede desagregar
mediante una funcién de densidad que estime la
distribucion diamétrica de la misma. Esta meto-
dologia ha sido empleada con éxito por CAO et
al. (1982), BURK & BURKHART (1984), KNOEBEL
et al., (1986), URIBE (1997), DEL Rio (1999) y
Kotze (2002), entre otros, en la elaboracion de
modelos de crecimiento, generalmente en masas
procedentes de plantacion.

El objetivo de este trabajo es describir una
metodologia para el desarrollo de un modulo de
desagregacion que permita la clasificacion de la
produccion por clases dimensionales, con vistas
a su inclusion en un modelo dindmico de creci-
miento de masa.

MODELO DE MASA

El modelo dindmico en el que se pretende
integrar el mddulo de desagregacion parte de la
situacion de una masa en un instante determina-
do t, definida por tres variables de estado: el
namero de pies/ha N,, el area basimétrica G, y la
altura dominante H,. A partir de los valores de
las variables en ese instante inicial, se pretende
llegar a estimar el volumen por hectarea, clasifi-
cado seglin destinos, para una edad de proyec-
cion t, dada.

Las tres variables de estado mencionadas se
proyectan hacia el futuro mediante la utilizacion
de sus correspondientes funciones de transicion.
Estas deben ser invariantes con la edad, es decir,
los valores predichos en un instante futuro a partir
de unas determinadas condiciones iniciales deben
de ser iguales independientemente del nimero de
pasos utilizados en su prediccion; ademas, deben
ser sencillas, ya que los modelos demasiado com-
plejos y con muchas interacciones entre las varia-
bles independientes pueden verse afectados por la
existencia de correlacion entre las mismas.
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Teniendo en cuenta las consideraciones
apuntadas, la alternativa méas interesante para
desarrollar las funciones de transicion es utilizar
funciones en forma de diferencias algebraicas,
ya que, al obtenerse a partir de ecuaciones dife-
renciales, poseen las propiedades necesarias en
un modelo de este tipo. En general, una ecua-
cion en diferencias algebraicas tiene la forma:

y2=f(J’1at2at1) [1]
donde Y, es el valor de una variable continua que
define una masa a una edad t,, e y, es el valor de
la misma variable a una edad t,. En esta metodo-
logia se asume que las condiciones iniciales (Y,
y 1,) contienen informacion suficiente acerca de
la trayectoria de crecimiento de la masa (AMARO
et al., 1997), aunque es posible que la ecuacion
incluya otras variables (p. ¢j., el indice de sitio).
El ajuste de las funciones de transicion en dife-
rencias algebraicas requiere disponer de datos
de parcelas o arboles en dos instantes diferentes,
que generalmente se obtienen a partir de dos o
mas mediciones de las variables de interés.

En la funcion de transicion de la variable
altura dominante se asume que ésta permanece
inalterada por los tratamientos selvicolas,
dependiendo tan so6lo de la edad correspondien-
te y del indice de sitio. Este, a su vez, se deter-
mina directamente a partir de un par altura
dominante-edad, mediante una funcion de creci-
miento en altura dominante que estima la altura
dominante a la edad de referencia.

La evolucidon del nimero de pies por hecta-
rea no se somete a restriccion en el modelo, de
modo que puede plantearse cualquier situacion
posible eligiendo los marcos de plantacion y
regimenes de clara que interesen. Es decir, a
cualquier edad el selvicultor puede simular una
clara o clareo, fijar el nimero de pies a extraer y
comprobar los efectos de esta intervencion sobre
el resto de variables de la masa. Si no se efectl-
an claras, la evolucion de la densidad esta deter-
minada por la mortalidad natural existente, defi-
nida por una funcioén de mortalidad.

La ecuacion de crecimiento en area basimé-
trica se utiliza para proyectar esta variable en el
tiempo. Ademds, se puede incluir una funcion
que proporcione el drea basimétrica inicial y, por
tanto, establezca un punto de partida para
comenzar la simulacion. Esta funcion, que debe
coincidir con la ecuacion de crecimiento a partir
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de la que se desarrolla la funcidn de transicion
en diferencias algebraicas, sdlo deberfa utilizar-
se cuando la masa no esté todavia establecida o
cuando no se disponga de un inventario previo
de la misma.

MODUL O DE DESAGREGACION

La informacion de las tres variables de esta-
do en un instante cualquiera se utiliza para gene-
rar matematicamente la distribucidén diamétrica
de la masa, la altura de cada clase dimensional y
su volumen unitario, clasificado por destinos
comerciales. El volumen de la masa se estima
por agregacion de los volimenes obtenidos en el
paso anterior, y consecuentemente los creci-
mientos como diferencia entre los voliimenes en
dos instantes.

Distribucion diamétrica

Se han empleado numerosas funciones de
densidad paramétricas para describir la distribu-
cion diamétrica de una masa (p. ej., A de
Charlier, Normal, Beta, Gamma, SB de Johnson,
Weibull), si bien, debido a su flexibilidad y sen-
cillez, la que ha tenido mayor difusiéon en los
modelos de crecimiento ha sido la Weibull
(BAILEY & DELL, 1973; MALTAMO et al., 1995;
KANGAS & MALTAMO, 2000), cuya funcidon de
distribucion se muestra en la ecuacion [2]:

F-1[5)(5) e P e

donde X es la variable aleatoria; a es un parame-
tro de situacidon que, en el caso de las distribu-
ciones diamétricas, coincide con el diametro
minimo de la distribucion; b es un parametro de
escala relacionado con el recorrido o rango de la
distribucion; € es un parametro de forma; y e es
la base del logaritmo neperiano. Todos los para-
metros toman valores positivos.

Para obtener los pardmetros de la funcion
Weibull es posible utilizar diferentes metodolo-
gias, que se pueden clasificar en alguno de estos
dos grupos: estimacion de parametros y recupe-
racion de pardmetros. La metodologia de estima-
cion de parametros consiste en establecer rela-
ciones entre distintas variables de masa y los
parametros de la funcidn de densidad o de distri-
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bucion ajustada a cada parcela. Por su parte, la
recuperacion de parametros se basa en relacionar
variables de masa, fundamentalmente el area
basimétrica, la altura dominante y el nimero de
pies, con percentiles (CAO & BURKHART, 1984) o
con momentos (NEWBY, 1980; BURK &
NEWBERRY, 1984) de la distribucion diamétrica;
las relaciones establecidas se utilizan posterior-
mente para recuperar los parametros de la fun-
cion de distribucion o de densidad. En ambas
metodologfas el valor de las variables de masa en
cualquier instante puede obtenerse a partir de un
inventario o de un modelo de crecimiento.
REYNOLDS et al. (1988) encontraron que la meto-
dologfa de recuperacion de parametros propor-
ciona mejores resultados que la de estimacion.
La recuperacion de los parametros por el
método de los momentos es la Ginica forma de
proceder que asegura directamente que la suma
de las areas basimétricas desagregadas obteni-
das mediante la funcion Weibull sea igual al area
basimétrica total proporcionada por la funcion
explicita de crecimiento de dicha variable, es
decir, que ambas sean compatibles numérica-
mente (HYINK, 1980; KNOEBEL et al., 1986). En
este método, los pardmetros de situacion (a),
escala (b) y forma (C) de la funcién Weibull se
recuperan a partir de la media, la varianza y el
coeficiente de asimetria, que son respectivamen-
te los momentos de primer, segundo y tercer
orden de la distribucidon diamétrica. Por tal moti-
vo, para proyectar la distribucion diamétrica a
partir de una serie de variables de masa es nece-
sario relacionar los momentos con dichas varia-
bles. En este caso, como el coeficiente de asime-
trfa no se relaciona facilmente con ninguna
variable de masa (ORTEGA, 1989; ALVAREZ
GoNzALEz, 1997; ALVAREZ GONZALEZ Y Ruiz,
1998), se suele asumir que el valor del pardme-
tro a es igual a cero. El empleo de esta condicion
reduce a dos los parametros a estimar, convir-
tiendo por tanto la funcién Weibull en una fun-
cion biparamétrica més sencilla de modelizar
que la triparamétrica, y proporcionando resulta-
dos similares a los que se obtienen con ésta
(Marramo et al., 1995; ALVAREZ GONZALEZ,
1997; ALVAREZ GONZALEZ Y Ruiz, 1998). A con-
tinuacion se exponen las formulas que permiten
recuperar los parametros b (ecuacion [4]) y C
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(ecuacion [3]) de la funcion Weibull una vez
fijado a cero el pardmetro a.

72
var =d—(l“(1 +£) —1“2(1 +l)) [3]
rz(“_l) c c
C
_4d
1
r(1+f) [4]

c

donde I es la funcion Gamma.

Conocidas la media y la varianza de la dis-
tribucion diamétrica y teniendo en cuenta que la
ecuacion [3] solo depende de C, este parametro
puede determinarse por procedimientos iterati-
vos. Una vez obtenido el valor de C se puede cal-
cular b a partir de la ecuacion [4].

Considerando que el modulo de desagrega-
cidn se desarrolla para incluirlo en un modelo de
crecimiento de masa, se ha optado por modelizar
Gnicamente la variable didmetro medio aritméti-
co d, debido a que la varianza se puede obtener
en funcion de aquél y del didmetro medio cua-
dratico dg, mediante la relacion:

2 T2
Var=dg -d

El didmetro medio cuadratico en un determi-
nado instante se obtiene mediante la expresion:

(6]
d, =4/4G/(nN)
en funcion del area basimétrica G obtenida con
una ecuaciéon explicita de crecimiento de esta
variable y del namero de pies de la masa N obte-
nido mediante una funcidén de mortalidad.

En la modelizacion del didmetro medio de la
masa d es necesario tener en cuenta que las esti-
maciones de esta variable deben de ser siempre
inferiores a las del didmetro medio cuadratico.
Por ello se recomienda utilizar la siguiente
expresion (FRAZIER, 1981):

7 Xp (7]
d =dg -e

(5]

donde X es un vector de variables independien-
tes (p. ej., altura dominante, niimero de pies,
edad) que caracterizan el estado de la masa en un
instante determinado y f§ es un vector de parame-
tros a estimar. Esta opcidon fue ampliamente uti-
lizada en la modelizacion de distribuciones dia-
métricas mediante la metodologia de recupera-
cion de parametros (Cao et al., 1982; BUurRk &
BURKHART, 1984; KNOEBEL et al., 1986).
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Estimacion delaalturapor clasesdimensionales

Una vez conocida la distribucion diamétrica
es necesario estimar la altura correspondiente al
pie medio de cada una de las clases diamétricas
obtenidas. Para ello, se puede utilizar una rela-
cion altura-diametro local; sin embargo, la hete-
rogeneidad de condiciones estacionales y el
diferente estado selvicola de las masas provocan
que una Unica ecuacion altura-didmetro no se
ajuste bien a todas las situaciones. Una alterna-
tiva practica es emplear una relacion altura-dia-
metro generalizada en la que, para predecir la
altura de cada arbol, se utilice su diAmetro nor-
mal y una o més variables de masa (altura media
o dominante, diAmetro medio cuadratico, diame-
tro dominante, nimero de pies, area basimétrica,
edad, etc.), que tengan en cuenta ciertas caracte-
risticas basicas inherentes a todas las regresio-
nes de altura locales que representan a cada par-
cela o rodal individual (Gapow et al., 2001).

La relacion altura-didmetro generalizada se
puede forzar para que estime la altura dominante
de la masa cuando se introduzca el didmetro domi-
nante como variable independiente. Para ello, las
ecuaciones deben incluir términos exponenciales
de la forma 1/d - 1/d,, 1-d/d, 6 (1-€¥)/(1-€*%), o
multiplicativos de la forma d/d,, como las ecua-
ciones desarrolladas por M@NNESS (1982), TOME
(1988) y CaNADAS et al. (1999).

Estimacion del volumen unitario de cada clase
diamétricay del volumen total

El volumen unitario de cada clase diamétrica
se puede estimar mediante una tarifa cubicacion
de volumen total. En el caso de que sea ademas
necesario realizar una clasificacion de los vola-
menes por destinos comerciales, se puede utilizar
una funcion de perfil, que por integracidn permi-
te la cubicacion de los arboles hasta una determi-
nada altura o didametro especificados. Gene-
ralmente, ambas ecuaciones utilizan como varia-
bles de entrada el didmetro normal y la altura total
del arbol, que en el modulo de desagregacion se
corresponden con el didmetro normal del arbol
representativo de cada una de las clases diamétri-
cas y su altura estimada mediante la relacion altu-
ra-diametro generalizada.

Resultan especialmente interesantes los sis-
temas de estimacion de volumen compatibles,
que proporcionan el mismo volumen integrando
una funcion de perfil que utilizando una tarifa de
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cubicacion; en algunos casos se sustituye esta
Gltima por una tarifa de cubicacion hasta o por
encima de una altura determinada, en cuyo caso
la tarifa de volumen total es un caso especial de
la tarifa hasta o por encima de cierta altura. En
el trabajo de DIEGUEZ-ARANOR (2004) se puede
encontrar una recopilacion actualizada de siste-
mas de ecuaciones de este tipo.

El procedimiento mas com{n para obtener un
sistema de ecuaciones de volumen a partir de una
funcion de perfil consiste en aprovechar la rela-
cion que describe ésta, es decir, la relacion entre
el didmetro d; del tronco a una cierta altura h;,
medida desde el suelo, con dicha altura. De esta
forma se pueden conocer los didmetros que alcan-
za un arbol a distintas alturas del tronco. Teniendo
en cuenta la aplicacion de la integral definida al
calculo del volumen de un solido de revolucion,
es posible determinar por integracion el volumen
entre dos alturas cualesquiera del tronco. Asi,
considerando una rodaja del tronco del arbol
como un cilindro elemental con una altura infini-
tesimal dh;, su volumen sera el producto de ésta
por su seccion Si, que se puede obtener a partir de
la funcion de perfil d=f(h;) como:

T 5 TT 2
=—d  =— fh. 8
S, 4! 4f(l) (8]

Por tanto, el volumen dv; de la rodaja o cilindro
elemental sera:

dv, = % £ (Y dh, 9]

El volumen total del tronco V se obtiene inte-
grando la ecuacion [9] entre O (nivel del suelo) y
la altura total del arbol h:

h

y= f%f(hi ¥ dh, [10]
0

El volumen hasta una cierta altura hi se
obtiene de la misma forma que el volumen total,
pero considerando como limite superior de inte-
gracion h. Analogamente, el volumen de una
troza entre dos alturas h, y h, se determina sus-
tituyendo respectivamente dichas alturas en los
limites inferior y superior de la integral.

Para que el sistema sea compatible, la expre-
sidn resultante de la ecuacion [10] debe ser simi-
lar a la de una tarifa de cubicacion de reconocida
fiabilidad; por ejemplo v=a,d*h® o v=o+fdh.
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La compatibilidad se asegura mediante lo que se
denomina relacion de compatibilidad, que expre-
sa los parametros de una ecuacion en funcion de
los de la otra.

Por su parte, en los sistemas que constan de
una funcion de perfil y una tarifa de cubicacion
hasta o por encima de un didmetro determinado,
la compatibilidad con la ecuacion de volumen
total se obtiene incluyendo ésta en la ecuacion
de volumen hasta o por encima de cierto diame-
tro, resolviéndola para el caso especial en el que
la altura considerada sea la altura total del arbol.

En la préctica, también suele ser necesario
conocer la altura a la que se alcanza un cierto
diametro, ya que, entre otras posibles variables
como la curvatura o las caracteristicas fisico-
mecanicas de la madera, es el diAmetro menor
de las trozas, en combinacion con la longitud de
las mismas, lo que determina generalmente su
destino final en la industria. Por tanto, una vez
fijado un didmetro d, la altura h; a la que se
alcanza se puede obtener calculando la inversa
de la funcion de perfil, es decir, expresando h; en
funcion de d, (bien sea de forma analitica o
numéricamente mediante alglin procedimiento
iterativo). Posteriormente, el valor de la altura
obtenido se utiliza como limite superior o infe-
rior de la integral seglin convenga. En este caso,
la tarifa de cubicacidn con clasificacion de pro-
ductos se puede expresar como el conjunto de
dos ecuaciones: una que proporciona la altura
para un determinado diametro, h=f(d)), y otra
que permite calcular por integracion el volumen
hasta dicha altura.

Para conocer el volumen de la masa basta
con multiplicar el volumen unitario del arbol
representativo de cada clase diamétrica por su
frecuencia segiin la funcidn de distribucion dia-
métrica, y sumar los valores obtenidos. Una vez
que se dispone del valor de la produccion total se
puede estimar el crecimiento medio o corriente
de la masa sin més que dividir el volumen total
entre la edad, o la diferencia de volimenes entre
dos edades. Estos valores permiten comparar
diferentes alternativas selvicolas y elegir la mas
adecuada en funcion de los objetivos propuestos.

La metodologia utilizada, ademas de garan-
tizar la compatibilidad entre diferentes funcio-
nes del sistema, permite una cubicacidn mas
detallada y exacta de la produccién que un

157



F. CASTEDO DORADO et al.

modelo que estime directamente el volumen
total de masa a partir de las variables de estado.
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